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Profil real, specializarea stiintele naturii

Clasa a X-a

1. Un grup de patru tineri se numeste fiumos daca din grup face parte cel putin o fata. Stabiliti cate
grupuri frumoase se pot forma din echipa de dans sportiv a unui liceu, alcatuitd din Alina,
Bogdan, Cristina, Daniel, Elena, Florin, Gabriela si Horatiu.

TSI;) l:ct}llei})a de dans sunt 4 fete si 4 baieti, deci un grup frumos poate avea in componenta sa una,
doua, trei sau patru fete si restul (pana la 4) bAietl. .....ooovviiiiiiiii e 2p
Existd C, -C; =16 grupuri de patru tineri care confin cate 0 fatd, .................coceveervvnerennnn.n. 1p
C;-C; =36 grupuri de patru tineri care contin cate dOu fete, ................uverrrreneerivnneennns.. Ip
C; -C, =16 grupuri de patru tineri care contin cate trei fete ................cocovveiiiiiiineiiieeie... Ip
si C-C§ =1 grup format din Patrt fete. .........ccevuuiiiiiiieeiiie et Ip
Numarul total de grupuri frumoase este 69. ... ...t Ip

2. In plan, consideram multimea P a tuturor punctelor cu ambele coordonate intregi, precum si
multimea D a tuturor dreptelor care trec prin cel putin doua puncte din P .
a) Demonstrati ca prima bisectoare (dreapta de ecuatie y = x) apartine multimii D.
b) Demonstrati ca orice dreaptd din multimea D contine cel putin 3 puncte din multimea P .

¢) Demonstrati ca nu exista nicio dreapta oblica d in multimea D astfel incat A(1,+/2012)ed.

Solutie:
a) Cum punctele O(0, 0) si B(1, 1) se afla pe prima bisectoare si apartin si multimii P, deducem ca
prima bisectoare aparfine Mulfimii D . .......cceeoieiiiiieiiiei e 2p

b) Fie de D; atunci exista M(x,,y,) €dsiN(x,,y,) €d, cu X,,y,,X,,y, € Z. Se verifica imediat ca
simetricul punctului M fatd de punctul N este punctul S(2x, —X,2y, —yo) €d . oovririniniiinins 2p
c) Fie de D; atunci existd M(x,,y,) €dsiN(x,,y,) €d, cu X,,¥,,X;,y, € Z. Deducem imediat ca

panta dreptei d este m, = 1Yo o Q), iar ecuatia dreptei este y—y, =M (X —X;) - coerverererennenne Ip
X=X

Daca, prin reducere la absurd, A(l,v2012)ed, atunci +2012-y,=m,(1-x,), de unde

V2012 =y, +m (1-x,) € Q, contradicie! ..........ccoceviririiiiiiiiiceeeece e 2p

3. Smaranda alege atent un numdr natural a, apoi Nicu alege la intAmplare un numar real strict
pozitiv x. Dacd unul dintre numerele A =10-1log,(x”) sau B=1log,(16x) este cel putin egal cu

a, atunci Nicu 1i va face Smarandei un cadou in valoare de 3 lei.
Ce numar trebuie sa aleagd Smaranda pentru a fi sigurd ca va primi un cadou cat mai valoros?
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10-a
Din A>asauB>a,deducem X <2 2 sau X > 2% i, 2p
Pentru a fi sigurd cd va primi un cadou, Smaranda ar trebui sd aleagd un numar a astfel incat
10-a
2 D 2 2p
T4 B ot T 1 ¢ T 2p
Cum functia a > 3° este strict crescatoare, Smaranda ar trebui sa aleagd numarula=6. ........... Ip

4. Fie u=2012"si v=2012""-2011"+2012"-2011°>" +2-2011",n e N.

a) Demonstrati ca exista valori ale lui n pentru care u<v.
b) Demonstrati ca exista valori ale Iui n pentru care u > v .

Solutie:
Observam ca
u—-v=2012"-2011"-2011"-(2012*" +2012" - 2011" +2011°")
=(2012" —2-2011")-(2012°* +2012" - 2011" +2011°"),
unde a doua paranteza este strict pozitiva, indiferent de valoarea luin. ....................ccoeeeeenn 2p
a) Pentrun =0 avem cd 2012° —2-2011° =—1<0,deci U< V. ....oovviiinriiiiiiiiiieeiieeiiee 2p
b) Folosind binomul lui Newton, pentru prima paranteza are loc evaluarea
2012" =2-2011" =(2011+1)" =2-2011" =C}2011"" +...+ C" =2011" > (n—201 1)201 1",
(Altfel, conform inegalitatii lui Bernoulli obtinem ca

n
2 ), 2
2011 )) P

Pentru n suficient de mare (de exemplu, 1 =2012) aVeM CA U > V. ..ooviiriiiiiiiiiiiiiienannanan, Ip

2012" -2-2011" =2011"( 1+L -2)22011"| 1+
2011

Nota: Orice rezolvare corecta se puncteaza echivalent.
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