
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

BAREM DE CORECTARE ŞI NOTARE  

CLASA A XII-A 

 

 
 

1. Fie a > 0 şi funcţiile f, g, G : [1, ∞) →�, ( )
( )( )

1
f x

x 3 ln x 5 ln x
=

+ +
, ( )

( )
1

g x
x a ln x

=
+

, 

( ) ( )G x ln a ln x= + . 

 a) Arătaţi că G este o primitivă a lui g pe intervalul [1, +∞). 

 b) Determinaţi o primitivă F a funcţiei f pe intervalul [1, ∞) cu proprietatea ( )2 1 5
F e ln

2 7
= . 
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Soluţie. 

a) ( ) ( ) [ )G ' x g x , x 1,= ∀ ∈ ∞ ⇒G este o primitivă a lui g  ............................................................... 3p 

b) ( )
( ) ( )

1 1 1
f x

2 x 3 ln x x 5 ln x

 
= ⋅ −  + + 

 ......................................................................................... 1p 

( )
( ) ( )

( ) ( )
1 1 1 1 1 1

f x dx dx dx ln 3 ln x ln 5 ln x
2 x 3 ln x 2 x 5 ln x 2 2

= − = + − + +
+ +∫ ∫ ∫ C  = 

= 
3 ln x

ln
5 ln x

+
+

+
C  ............................................................................................................................ 2p 

Aflarea primitivei F cu proprietăţile din enunţ ................................................................................. 1p 
 

2. Pe � definim legea de compoziţie "�" dată prin x � y = 5xy + 5(x + y) + 4,  ∀x, y∈�. 

 a) Cercetaţi dacă legea "�" este asociativă. 

 b) Aflaţi ultimele 100 cifre din scrierea zecimală a numărului întreg 1�2�3�4�…�2013�2014 . 

Soluţie. 
a) Verificarea asociativităţii .............................................................................................................. 3p 

b) x � y =5(x + 1)(y + 1) – 1,  ∀x, y∈� ........................................................................................... 1p 

Deducerea egalităţii x1�x2�…�xn = 5n-1(x1 + 1)(x2 + 1) … (xn + 1) – 1, ∀n∈�* şi ∀x1, x2, ... xn∈� 

........................................................................................................................................................... 2p 

1�2�3�4�…�2013�2014 = 52013⋅2015! – 1 şi deducem că ultimele 100 de cifre sunt toate egale cu 9 

........................................................................................................................................................... 1p 
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3.  Fie grupul ( )*
p ,⋅� . Pentru un element *

pa ∈� � , definim funcţia : 

 �( ) � �* * *
p p p: , x a x, x ;ψ → Ψ = ⋅ ∀ ∈�� � � (p număr prim). 

 a) Arătaţi că ψ este bijecţie. 

 b) Demonstraţi egalitatea � � ( ) �( ) �( )1 2 3 ... p 1 1 2 ... p 1⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − = Ψ ⋅ Ψ ⋅ ⋅ Ψ −� � � . 

 c) Justificaţi că 
p 1

a 1
−

=� � . 

 d) Argumentaţi că 
2016

i
2017

i 1

2017 | C
=

 
 
 
∑ . 

Soluţie.  

a) Suficientă verificarea injectivităţii: �( ) �( ) � �
1 2 1 2x x x xΨ = Ψ ⇒ =   ................................................. 1p 

b) Deduce egalitatea cerută folosind bijectivitatea lui Ψ ................................................................. 2p 

c) � � ( ) �( ) �( ) � � � �1 2 3 ... p 1 1 2 ... p 1 1 2 3 ... p 1 a 1 a 2 a 3 ... a p 1⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − = Ψ ⋅ Ψ ⋅ ⋅ Ψ − ⇒ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⇒� � � � � � � � � � �  

� � � �
p 1 p 1

1 2 3 ... p 1 a 1 2 3 ... p 1 a 1
− −

⇒ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⇒ =� � � � � � �  ........................................................................... 2p 

d) ( )
2016

i 2017 0 2017 2016
2017 2017 2017

i 1

C 2 C C 2 2 1
=

= − − = ⋅ −∑  ............................................................................... 1p 

Dar 2016 2017 12 1 2 1 2017−− = − 	  (conform punctului c) şi deoarece 2017 este prim. ......................... 1p 

 
4. O fabrică F(8, 1) se află poziţionată între 

două şosele perpendiculare Ox şi Oy, ca în 
desenul alăturat. Se construieşte o şosea 
rectilinie care să unească fabrica cu cele 
două şosele, astfel încât aceasta să fie de 
cost minim, adică lungimea FA + FB = 
AB să fie minimă. Aflaţi lungimea şoselei 
AB de cost minim. 

 
Soluţie.  

Din condiţia de coliniaritate a punctelor A(x, 0); F(8, 1) şi B(0, y) deducem că 
x

y
x 8

=
−

;  

(x > 8, y > 1) ..................................................................................................................................... 2p 

( ) ( )
2 2

FA FB x 8 1 64 y 1+ = − + + + − , unde x > 8, y > 1 ............................................................ 1p 

( ) ( )
2

2 2x x
AB FA FB x 8 1 64 1 x 8 1

x 8 x 8
 

= + = − + + + − = − + 
− − 

 ........................................ 1p 

Fie ( ) ( ) ( )
2x

f : 8, ; f x x 8 1
x 8

∞ → = − +
−

� .  

Calculează ( )
( )

( ) ( )

3

2 2

x 8 8
f ' x

x 8 1 x 8

− −
=

− + ⋅ −
 ....................................................................................... 1p 

Deduce că x = 10 este punct de minim şi află coordonatele punctelor A(10, 0), B(0, 5) 
........................................................................................................................................................... 1p 

Lungimea drumului minim AB 5 5 11,18= 
  km .......................................................................... 1p 


